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1. Introduction au SAD

HYFRAN-PLUS permet d’ajuster un nombre important distributions statistiques a une série de
données qui vérifient les hypothéses d’'indépendadt®mogénéité et de stationnarité (cf. Aide de
HYFRAN-PLUS). UnSysteme dAide a laDécision (SAD) a été développé pour permettre déstha

classe de distributions la plus adéquate pour estienquantileQ, de période de retour élevee tel que

Pr[Qer] :%. En effet, une classification des lois par rapgofa queue droite de la distribution,

permet de distinguer trois principales catégorigssdesquelles on peut classer les dix distribaties
plus utilisées en hydrologie pour représenter éstd maximums annuels :
» la classe C (distribution a variations réguliereBjéchet (EV2), Halphen B Inverse (HIB), Log-
Pearson type 3 (LP3), Gamma Inverse (Gl).
* la classe D (distributions sub-exponentielles) ipHan type A (HA), Halphen type B (HB),
Gumbel (EV1), Pearson type 3 (P3), Gamma (G).
* laclasse E (loi exponentielle).
La queue droite d’'une distribution de la classesCpius lourde que celle d'une loi de la classeuDest
elle-méme plus lourde que celle d'une loi de lssstaE (Figure 1). On peut en déduire une relation
équivalente pour les quantiles estimés a particeke lois. En effet, pour un échantillon donné, les

guantiles de période de retour T estimés a paetitrdis lois des classes C, D et E, respectivement,

données par Q(C), Q(D) et Q(E), vérifient la relaton théorique suivante :

Q (B) <& (D)< (C).

La loi Log-normale (LN) n'appartient strictementiagcune des classes C et D. Elle a un comportement
asymptotique qui se situe a la frontiére des cta€set D. En effet, la queue droite de la loi LN @ss

légere (respectivement, plus lourde) que celleedlande la classe C (respectivement de la clags&D



effet les quantile€); estimés a partir des distributions appartenantctasses C, D et la loi LN, vérifient
la relation d’ordre suivanteQ, (D) <Q; (LN) <Q; (C) (Figure 1).

Il est donc, important de déterminer si la loi laspadéquate pour représenter un échantillon dsi la
Log-normale ou appartient a la classe C ou D. Laioe 2.1 du SAD permet de tester initialement

I'hypothese de Log-normalité de la distribution déservations.

Queue légére Classg D Classg¢ C
l l R
Loi Normale Loi Lognormale Queue lourde
Loi Exponentielle Loi Pareto

Figure 1 : Distributions ordonnées par rapport a leirs queues droites (El Adlouni et al., 2008)

Les méthodes développées dans le SAD permettedentifier la classe la plus adéquate pour
I'ajustement d’'un échantillon donné. Ces méthodes gigure 2):
» le test de Jarque-Bera : considéré pour testendganiormalité avec une sélection a priori basée sur
le diagramme (Cv,Cs) (cf. Section 2);
* le graphique Log-Log : utilisé pour discriminer daipart la classe C et d’autre part les classes D
et E (cf. Section 3),
» lafonction moyenne des exces (FME) : utilisée mbscriminer les classes D et E (cf. Section 4).
» deux statistiques : le rapport de Hill (cf. Sect®ret la statistique de Jackson (cf. Section 6) qu
peuvent étre utilisées pour effectuer une analgsdéirmatoire des conclusions suggerées a partir
des deux précédentes méthodes (graphique Log-LIBE).
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Figure 2 : Diagramme des criteres de choix entre $eclasses C, D et E

Plus de détails théoriques concernant cette dieestiin et les critéres de choix entre les difféeen
classes sont disponibles dans El Adlouni, Bobé&auatrda (2008) et Martel, El Adlouni et Bobée (2011)
Cet article est disponible comme fichier attachié tte I'installation de HYFRAN-PLUS.



2. Test de Log-normalité

2.1. Diagramme (Cv,Cs)

Pour tester la Log-normalité on considére des tistsormalité appliqués sur la série des données
initiales transformées par la fonction logarithnyé=(og(Xi), ou Xi est la variable initiale). De réats
travaux ont été effectués par Martel, ElI AdlounBebée (2011), pour définir une procédure baséasur
ou plusieurs tests permettant de discriminer ldé@-normale des lois des deux autres classes,OC et
Cing tests (test d’Anderson-Darling (AD), ShapiralRV(SW), Lilliefors (Lf), Jarque-Bera (JB) et
Filliben (FB)) ont été comparés par simulation pexaminer leurs puissances. Notons que les citg| tes
permettent de tester la normalité et ont été aslisur les séries transformées par la fonctiorritbgae,
pour tester la Log-normalité. Martel, EI Adlouni Bbbée (2011) [Article disponible comme fichier
attaché lors de l'installation de HYFRAN-PLUS] aomiontré que lorsque la série étudiée a certaines
caractéristiques (représentées par les coefficemtgariation Cv et d’asymétrie Cs), le test dejler
Bera (JB) a une puissance satisfaisante pour fest@&g-normalité ou I'appartenance a une des ela€s
ou D. En effet, si les coefficients d’asymétriedetvariation de la série étudiée sont représersesip
point de la zone correspondant a la loi de Halgipa Inverse B (HIB) (Figure 3), la puissance dat te

JB est tres satisfaisante pour tester I'hypotheéseodj-normalité et nous en recommandons I'utilggati
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Figure 3 : La zone HIB dans le diagramme (Cv,Cs)



On propose donc comme premiére étape dans le SAtMshtion du test JB basé sur le diagramme
(Cv,Cs). Les parties de cette étape sont résumees pgoritiime suivant :

1. Calcul des Cv et Cs de I'échantillon [Etape 1];

2. Si I'échantillon appartient & la zone Halphen typeerse B (HIB) [Etape 2] (Figure 3) :
Appliquer le test JB sur I'échantillon transforma éérie des logarithmes) pour vérifier si
I'ajustement par une loi LN est acceptable ou non.

3. Si I'hypothése de Log-normalité est acceptée aweanivde signification de 5% on
recommande la distribution Log-normale pour reprtssdes données [Etape 3].

4. Sil'hypothése de Log-normalité n'est pas acceptab$t acceptée au niveau de signification
de 5%, on passe a I'étape suivante (Diagrammellbog Section 3) [Etape 4].

5. Si I'échantillon n’appartient pas a la zone HIBn oe considére pas la loi LN pour

I'ajustement et on passe a I'étape suivante (Diagra Log-Log, Section 3) [Etape 5].

2.2. Test Jarque-Bera [JB; Jarque et Bera, 1980]

Le test JB (Jarque and Bera, 1980) utilise destimme des 3e et 4e moments de I'échantillon,
soient les coefficients d’asymétrie (Cs) et d’aptdment (Ck). Dans le cas d'une loi normale N(G;&3%
coefficients sont respectivement égaux a 0 et 3tdst JB combine ces deux coefficients en une

statistique unique :
1 1
JB=N{=(Csyf+— (Ck-3
{ 6( V55 )2}
ou N est la taille de I'échantillon, avec la conditiddh>7 . La statistique JB suit alors une distribution

Chi-deux, )(22, avec v =2 degrés de liberté. On compare alors la valeur dBul®e a partir de

(1) Le niveau utilisé par défaut dans le SAD est basées travaux de Martel, EI Adlouni et Bobée (2011



I'échantillon avec la valeur critique au niveausignification de 5% x?,,,.=5.99 . La régle de décision
est la suivante :
- siJB <)(22,0,95 on accepte HO (la série transformée est normale) accepte donc I'’hypothése
de Log-normalité [Etape 3];
- si JB >/\/22,0.95 on rejette HO (la série transformée n’est pas nmat on rejette donc
I'hypothése de Log-normalité [Etape 4].
Il est & noter qu'il s’agit en théorie d’un tesymptotique, donc généralement peu efficace poupddiss
échantillons (N <30). Nous avons décidé, dans le cadre du SAD, ddisert pour les échantillons tels

gue les coefficients Cv, Cs appartiennent a leorégiIB, pour laquelle on a montré que la puissahce

test est acceptable méme pour des échantillonstde taille Martel, EI Adlouni et Bobée (2011).

3. Diagramme Log-Log

Pour les distributions de type sub-exponentiel $6#aD) de moyenné, la fonction de survie
(probabilité au dépassemer)(u)=P(X > u) est donnée parlE(U) =P(X >u)=¢e"? et
pour une distribution a variations régulieres (€&a<, asymptotiquement de type puissance)on a :

-a+l

X

F(u)=P(X >u )=C_|.wiadx=c{ } =C,u™* (pour a >1, qui est équivalente a la condition
u X —_

d’existence de la moyenne).

En considérantog(P(x > U ) ) on obtient respectivement pour les deux typectisteibutions—% et
log(C,) - (a —1) log(u) . Ainsi, en portant sur un graphique les valeursho@réP(X > u) ) en fonction

de logu, on devrait obtenir une courbe linéaire pour uiséridution de la classe C, et concave pour une

distribution qui n’est pas a variations régulie(éggure 4). C'est-a-dire une distribution de typd-s

exponentiel (Classe D) ou exponentiel (Classe E).
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Figure 4 : lllustration du graphique Log-Log pour la caractérisation des lois de la classe C.

Ce diagramme est donc, linéaire [Etape 6] pourtdsantillons distribués selon une loi de la claSse
(distribution a variations régulieres), i.e. Frécie/2), Halphen type B Inverse (HIB), Log-Pearsyppe
3 (LP3), Gamma Inverse (Gl)). Lorsque le diagranmest pas linéaire [Etape 7] on suggére I'emploi de

la méthode FME (Fonction moyenne des exces) paaridiiner les classes D et E (Figure 2).

Pour vérifier I'nypothése de linéarité dans le digme log-log, on calcule le coefficient de cortiéla
associé a la courbe représentée dans ce diagrdbeseitudes de simulation nous ont permis d'obtenir
pour des niveaux de signification 5% et 1%, lesewad critiques (rc(5%) et rc(1%)) pour tester
I'hypothése HO : LECHANTILLON EST ISSU D'UNE LOIBDLA CLASSE C (i.e. LA COURBE EST
LINEAIRE). Ces valeurs critiques sont calculéesy gamulation, en fonction de la taille N de
I'eéchantillon (30< N <200).Notons que les décisions affichées par le SAD duadées par défaut sur le

niveau de signification 5%.

Ainsi, si le coefficient de corrélation observé)(est supérieur a la valeur critique (rc) au nivelau
signification 5%, alors le coefficient de corrétatin'est pas significativement différent de 1 axeau de
signification 5% et I'hypothése HO de linéarité asteptée a ce niveau (Figure 5); le choix le plus
adéquat correspond alors a une loi de la classsdidtributions a variations réguliéres : Halptygre B
Inverse (HIB), Fréchet (EV2), Log-Pearson type B3), Gamma Inverse (Gl).

Lorsqu’il y a rejet de I'hypothése HO, au niveausdgification 5%, on suggere I'emploi d'un grapieiq

basé sur la fonction moyenne des exces (méthode).RbEpendant, les valeurs critiques au niveau de



signification 1% sont données pour avoir plus dexlbilité et pour permettre a I'utilisateur de prene

éventuellement une autre décision que celle suggéér la base du niveau de signification 5%.

_ _ re (1%) _ _
Région de rejet (1%) Région d’acceptation (1%)

rc (5%)

Région de rejet (5%) Région d’acceﬁta’[ion (5%)

10 (casl) 10 (cas2) 10 (cas3)

Figure 5 : lllustration de la décision d’un test unlatéral de I'hypothése HO.

Notons que dans ce cas I'hypothése nulle est HECHANTILLON EST ISSU D'UNE LOI DE LA
CLASSE C.

La regle de décision est tirée a partir des sitnatsuivantes :

* (casl) Si ro < rc(5%) On rejette HO gkxie n'est pas a variations
régulieres).

 (cas 2 Si rc(5%) < r0 < rc(1%) On rejette #18%, mais on l'accepte a 1%.

* (casl) Si ro > rc(1%) On rejette HO pous ldeux niveaux de
signification.

4. Diagramme de la Fonction Moyenne des Excés (FME)

Cette methode est basée sur la moyenne des @(u‘%s: E[X —u[X > u] pour un seuilu donné.

Cette fonction est constante pour les distributidastype exponentiel (classe E). Pour un échantillo

Xag»+++ 2 Xy -+ 1Xn] ordonné dans un ordre décroissant, et % >I)ﬁ2] co+ 2 Xy sont les

k

A 1
dépassements au selil une estimation dé(U) est donnée paf(U) = EZ(XU] ‘U) .
i=1

L'utilisation de la méthode FME (fonction moyennesdexces) permet, donc, de discriminer entre la

classe D (des distributions sub-exponentielledq etasse E (loi Exponentielle). En effet, si dénspdu



fait que la courbe de la fonction FME est linégioair les distributions des classes D et E (au nivkss
observations les plus élevées), lorsque la pente :
« estnulle, la loi la plus adéquate appartient@dase E (loi Exponentielle, Figure 6-a) [Etape 8].
» est strictement positive, la distribution la plu&quate appartient a la classe D des distributions
sub-exponentielles : Halphen type A (HA), GumbeV{l, Halphen type B (HB), Pearson type 3
(Plll), Gamma (G) (Figure 5-b) [Etape 9].
Notons que dans le SAD, cette méthode doit logiquerdtre utilisée apres la méthode log-log (Figure
2). En effet, si 'hypothese HO de la méthode log-ést rejetée (c'est-a-dire si la distributiorshijeas a
variations régulieres) la méthode FME permet déetesi la distribution est sub-exponentielle ou
exponentielle.

{a) Distribution Exponentielle (b} Distribution Sub-exponentielle
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Figure 6 : Fonction moyenne des exces pour une kxponentielle une loi de la classe Sub-

exponentielle

Pour savoir si la loi exponentielle est la pluscadde, classe E, on calcule la pente de la couktie F
associée aux valeurs de I'échantillon qui dépaskemédiane (50% des valeurs les plus élevées de

I'échantillon).

Des études de simulation nous ont permis d'obtamir des niveaux de signification 5% et 1%, des
valeurs critiques de la pente pour tester I'hymehgest unilatéral) HO : LA PENTE DE LA FME EST
NULLE contre I'hypothese alternative, H1 : LA PENDE LA FME EST STRICTEMENT POSITIVE.
Ces valeurs critiques sont calculées en fonctiola daille N de I'échantillon (38 N <200). Notons que

les décisions affichées par le SAD sont baséesdédiaut sur le niveau de signification 5%.

Ainsi,



- Si I'nypothése HO est acceptée au niveau de sigifin de 5%, on suggere la distribution
exponentielle pour représenter les données [Ethpe 8

- Si 'nypothése HO est rejetée, au niveau de sagtifin 5%, on suggere une distribution de la
classe D (HA, EV1, HB, PIll, G) [Etape 9].

Les régions d’acceptation ou de rejet de cette tgse nulle pour les deux niveaux de signification
(5% et 1%), peuvent étre illustrées d’'une maniérelare a celle de la méthode Log-log (Figure 5).
Cependant, les valeurs critiques au niveau de siigaition 1% sont données pour avoir plus de

flexibilité et pour permettre a Il'utilisateur de pndre éventuellement une autre décision que celle

suggérée sur la base du niveau de signification 5%.

4. Rapport de Hill [Hill, 1975]

Soit le rapport de Hill :

(X, >%)
ay(X)=5—=
2.109(X /%) *1(X; > %)

. 1 siX>x
ol | (X >x) = _ :
0 sinon
X,,..., X sont les valeurs de la variable Xxgtest la geme plus grande valeur de X. Sur le graphique de
a, (%) en fonction dex , on cherche une région stable pour déterminerstimateur de l'indice des

extrémes (mesure pour la queue de la distributi@ajte statistique est utilisée en pratique dar&AB

pour confirmer le choix d’'une distribution appadehsoit a la classe C soit aux classes D et E.

» Si la courbeconverge vers une valeur constante différente de reé (Figure 7-a), la distribution

étudiée appartient a la classe C (distributionvariations régulieres). On suggere alors lesdeiga
classe C : Fréchet (EV2), Halphen type B InversBBYH.og-Pearson type 3 (LP3), Gamma Inverse
(GI).

1C



» Sila courbedécroit vers zéro(Figure 7-b), la distribution appartient aux cksss sub-exponentielle

(classe D : Halphen type A, Gamma, Pearson typeHdlphen type B, Gumbel et exponentielle
(classe E : loi Exponentielle).

q . (b

rapport de Hill
rapport de Hill

0 20 40 &0 8O 100 100

Figure 7 : Rapport de Hill pour (a) une loi a vadas régulieres (classe C) et (b) de type
sub-exponentiel (classe D).

Rappelons que (cf. section 4pour discriminer entre les classes D et E on peuosidérer la méthode

FME (Fonction Moyenne des Exces). Le rapport dé é#it utilisé dans un but de confirmation de la
conclusion obtenue par la FME.

6. Statistique de Jackson [Jackson, 1967]

Cette statistiqgue est utilisée en pratique dansSA® pour confirmer le choix d’'une distribution
appartenant soit a la classe C soit aux classdsH) Beirlant et al. (2006) ont présenté cette duce
pour caractériser les distributions qui ont strimat un comportement de Pareto (type puissance).
Rappelons que les distributions de la classe Gri@lision a variations régulieres) ont un comporem
asymptotique de type puissance, et on peut ainkseutla statistique de Jackson pour examiner

I'appartenance de la distribution des observatioksse C. Pour plus de détails sur cette appnahe
El Adlouni, Bobée et Ouarda (2008).
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Figure 8 : Statistique de Jackson pour (a) una l@riations régulieres (classe C) et (b) de tyte s

exponentiel (classe D).

Ainsi [Etape 10]:

» Si la courbe converge clairement et regulieremens \2 (Figure 8-a), la distribution étudiee
appartient a la classe C (distribution a vaoiadi réguliéres). On suggere alors les lois de la
classe C: Fréchet (EV2), Halphen type B InverstBJHLog-Pearson type 3 (LP3), Gamma
Inverse (Gl);

» Si la courbe présente des irrégularités et ne egevpas vers 2 (Figure 8-b), la distribution
appartient a la classe sub-exponentielle (classeHBiphen type A, Gamma, Pearson type 3,
Halphen type B, Gumbel), ou exponentielle (classéoEExponentielle, Figure 8-b).

Rappelons que (cf. section 4pour discriminer entre les classes D et E on peuosidérer la méthode
FME (Fonction Moyenne des Exces).
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